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4. Transport in Oberflachengewassern

In diesem Kapitel befassen wir uns mit dem Transport von geldsten Stoffen und War-
me (bzw. Temperatur) in den turbulenten Strémungsfeldern in Oberflachengewassern.
Wir benutzen wie schon bei der Analyse der Stromung eine Separation zwischen
mittlerem Transport auf groRen raumlichen oder zeitlichen Skalen und turbulentem
Transport auf kleinen Skalen. Die daraus abgeleitete GroRRe "turbulente Diffusion”
spielt in der physikalischen Limnologie eine zentrale Rolle. Im Weiteren betrachten wir
die Energieflisse in Seen und ihre Auswirkungen auf die Mischung.

4.1 Turbulente Diffusion

In Kapitel 3 hatten wir aus der Forderung der Massenerhaltung unter Vernachlassi-
gung der molekularen Diffusion bereits die folgenden Gleichung fir die Anderung der
Konzentration c eines im Wasser geldsten Stoffes in einem mitbewegten Wasserpaket
(Lagrange'sche Darstellung) hergeleitet (Gl. 3.14):

dc oc 3 1
4.1 —=—4+v-Vc=J kagm™s
(4.1) e, o [kg ]

mit J: In situ Produktion des Stoffes pro Volumen und Zeit.

Bemerkung: Ein im Wasser geloster Stoff heil3t passiver Skalar oder passiver Tracer
falls er die Dichte und damit die Dynamik des Mediums nicht beeinflusst (also nur
passiv mittransportiert wird). Gel6ste Spurenstoffe (mit sehr geringen Konzentratio-
nen) sind passive Tracer, da ihr Einfluss auf die Dichte vernachlassigbar ist. Haupt-
ionen und Temperatur konnen im Allgemeinen nicht als passive Skalare behandelt
werden. Partikel und Gasblasen, deren Dichte verschieden ist von derjenigen des
Wassers, sind ebenfalls keine passiven oder - falls ihr Einfluss auf die Dichte des
Wassers sehr klein ist - hdchstens angenahert passive Skalare.

Auler durch in-situ Produktion (Gl. 4.1) verandert sich die Konzentration ¢ auch noch
durch molekulare Diffusion (vgl. Kapitel 1.4). Der Stofffluss bzw. die Konzentrationsan-
derung infolge molekularer Diffusion wird durch die Fick'schen Gesetze beschrieben
(s. Gl. 1.4 und 1.5; mit D.: molekularer Diffusionskoeffizient):

(4.2) Fickl:  F, =-D_ Vc Fick I1: % =-V-F, =D_V%c=D_Ac

Gemal dem 2. Fick'schen Gesetz muss Gl. (4.1) wie folgt erganzt werden:

(4.3) E:a—c+v-Vc:DCAc+JC
dt ot
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Da wegen der Inkompressibilitat von Wasser div v = 0 gilt (siehe GI. 3.10), kann man
die Konzentrationsanderung in der Euler'schen Darstellung schlief3lich auch in
folgender Form schreiben (vgl. Symmetrisierungsschritt in Kap. 3, Gl. 3.35):

oc

(4.4) a_—v(vc)+DcAc+JC

Die entsprechende Bilanzgleichung fur die Wassertemperatur T lautet sinngemal:

a_ ~V(vT)+D;AT + o
ot pC,

(4.5)
mit - Dr: molekulare Diffusionskoeffizient fiir Warme [m? s™]
- Ja: in situ Produktion von Warme [W m™]
- pCp: = 4.18-10° J-m™.K™": volumenspezifische Warme von Wasser.

Nach den GI. (4.4) und (4.5) setzt eine Berechnung der lokalen Konzentrations- bzw.
Temperaturveranderungen voraus, dass das Stromungsfeld v in der Nahe des
betrachteten Punktes zu jeder Zeit bekannt ist. Wie wir im vorangehenden Kapitel
gesehen haben, sind Stromungen in Oberflachengewassern aber kaum je laminar,
sondern turbulent. Das bedeutet, dass das Stromungsfeld sowohl ortlich als auch
zeitlich eine komplizierte Struktur aufweist und nicht allein mit Hilfe deterministischer
Gleichungen beschrieben werden kann. Anders gesagt: Wir erwarten Stromungs-
muster, welche einerseits in eine mittlere bzw. grofdraumige Stromung und anderer-
seits in einen nur statistisch erfassbaren fluktuierenden Anteil zerlegt werden kdnnen.

Obschon man anhand von Experimenten zeigen kann, dass flr das Wasser keine
naturliche Aufteilung zwischen "grof3raumig" und "turbulent" besteht, gelingt es mit den
im Folgenden beschriebenen Methoden, die Wirkung der Turbulenz von derjenigen
der Stromungen abzutrennen, wenn auch diese Trennung nicht fur alle Situationen
eindeutig ist. Eine erste, plausible Herleitung der Gleichung flr den turbulenten
Transport liefert das so genannte Austausch-Modell (Abb. 4.1).

Betrachten wir den Transport eines Stoffes bzw. der Temperatur in einem Wasser-
korper in vertikaler Richtung. Dabei wird angenommen, die mittlere vertikale Strémung
sei Null. Dennoch sind als Folge des turbulenten Charakters der Stromung die verti-
kalen Geschwindigkeitskomponenten nicht jederzeit null. Wir kbnnen uns gedanklich
vorstellen, dass die vertikalen Bewegungen durch so genannte Austausch-Ereignisse
beschrieben werden kénnen, bei denen je zwei Wasservolumina der Grofie Vey ihren
Platz Uber eine vertikale Distanz L tauschen. Sind die Konzentrationen in den beiden
Wasserpaketen nicht gleich (d.h. existiert in diesem Wasserkorper ein mittlerer verti-
kaler Konzentrationsgradient), so hat dieses Austausch-Ereignis einen Nettotransport
(Stofffluss) F, zur Folge, der proportional zum ausgetauschten Volumenfluss Qex/A
(Qex: ausgetauschtes Volumen pro Zeit; A: Flache), zur Austauschlange L und zum
mittleren vertikalen Konzentrationsgradienten oc/oz ist (Abb. 4.1):
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(4.6) F =

-Z

Abb. 4.1: Austauschmodell fir turbulente Diffusion: Der vertikale Wasseraustausch Qg pro
Zeit durch die horizontale Flache A verursacht Stoffflisse von Q¢/A-c1 nach oben
und Qe/A-c, nach unten. Der Nettotransport von geldésten oder suspendierten
Stoffen nach oben (in z-Richtung) ist somit F, = Qe /A" (C1 - C2) = - Qex/A-L Ocloz
also proportional zum negativen Konzentrationsgradienten - oc/oz , der mittleren
vertikalen Verschiebung L (Mischungslange) sowie dem Wasseraustausch pro Zeit
und Flache Qg,/A.

Wir fassen nun alle Ereignisse zusammen, welche pro Zeiteinheit eine bestimmte
Flache A durchqueren. Jedes einzelne Ereignis flihrt zu einem Transport, der propor-
tional zum vertikalen Konzentrationsgradienten ist. Der Proportionalitatsfaktor setzt
sich aus dem ausgetauschten Wasservolumen pro Zeit und Flache (diese Grolie hat
die Einheit einer Geschwindigkeit!) und der mittleren Austauschdistanz L zusammen.
Wir benutzen fur dieses Produkt die neue Variable Kz, den turbulenten Diffusionskoef-
fizienten (in der englischen Literatur oft auch eddy diffusion coefficient genannt). Die
entstehende Gleichung besitzt dieselbe Form wie das erste Fick'sche Gesetz, und die
Grofle K, hat tatsachlich die Dimension eines Diffusionskoeffizienten:

(4.7) F = —Kzﬁ—C mit K, = Q,
0z A

Das Austauschmodell ist vom theoretischen Standpunkt aus nicht sehr befriedigend,
hat aber den Vorteil, dass es ein anschauliches Bild fur den turbulenten Diffusions-
koeffizienten vermittelt: Der Koeffizient wird bestimmt durch die Intensitat der Aus-
tauschstromung und durch die Distanz, Uber welche diese wirkt. Tatsachlich existiert
ein analoges Bild fur die molekulare Diffusion, wonach sich diese aus der mittleren
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Geschwindigkeit der Molekule und der mittleren freien Weglange zusammensetzt. Im
Gegensatz zum molekularen Diffusionskoeffizient ist der turbulente Koeffizient eine
Eigenschaft des aquatischen Systems und hangt nicht von der Art des betrachteten
Stoffes ab. Turbulente Diffusionskoeffizienten sind also fur alle gelosten Stoffe gleich,
kdnnen aber nicht — wie die molekularen Diffusionskoeffizienten — in einem Handbuch
tabelliert werden, da sie von Gewasser zu Gewasser und von einem Zeitpunkt zum
andern stark variieren.

Die zweite und mathematisch exaktere Methode zur Herleitung der turbulenten Diffu-
sion ist die Reynolds-Aufspaltung, welche wir schon in Kapitel 3 fur das Stromungsfeld
kennen gelernt haben. Sie geht davon aus, dass jedes Variablenfeld f in einen zeitli-
chen Mittelwert F und eine Restfluktuation f' aufgeteilt werden kann, wie in Gl. (3.33)
und (3.34) fur das Beispiel der Geschwindigkeitskomponenten definiert.

Diese Aufspaltung wollen wir nun auf die Gleichung flr advektiven und molekular-

diffusiven Transport (Gl. 4.4) anwenden, wobei wir der Einfachheit halber nur den
Transport in z-Richtung betrachten und den Quellterm J; weglassen:

(4.9) o Z(ev

Spaltet man vz und ¢ gemaR Gl. (3.33) auf, so ergibt sich:

d(C+c')
ot

d%(C+c')

410
( ) 0z*

= —ai(CVZ +Cv,'+c'V, +c'v,)+D,
z

Nun fGhren wir eine erneute Mittelung durch, wobei wiederum zu beachten ist, dass
gemal Gl. (3.34) f' =0 und F =F gilt, und dass die Ableitungen mit den Mittelwert-
bildungen vertauscht werden kdnnen. Somit folgt:

I 2
(4.11) @z—i(cvz)—ic'vz' +Dca?
ot 0z 0z 0z
Der advektive Transport (cvz) zerfallt also in den mittleren Fluss CV, und den turbulen-
ten Flussc'v,'. Letzterer gleicht dem molekularen Transport, weswegen er in Analogie

zum Fick'schen Gesetz durch den Gradienten des mittleren Feldes approximiert wird:

(4.12) cv,' =- KZQ
0z

lokale Gradienten-Approximation

Kz ist — wie schon in Gl. (4.7) — der turbulente Diffusionskoeffizient. Da er viel grolRer
ist als der molekulare Diffusionskoeffizient D;, kann letzterer meistens gegenuber K,
vernachlassigt werden. Gl. (4.11) wird damit zu:
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(4.13) @:—E(CVZ)JF i(Kzﬁj
ot oz oz oz

Diese Gleichung beschreibt die Anderung der mittleren Konzentration an einem Ort
(Euler'sche Darstellung) infolge der mittleren vertikalen Stromung (Advektion) und der
vertikalen turbulenten Diffusion. Analoge Beziehungen lassen sich fir die andern
Koordinaten schreiben. In drei Dimensionen erhalten wir also:

(4.14) @=—i(cvx)—i(cv)—i(cvz)+3(+<x§j+ﬁ k € +Q[K2§j
ot OX oy V' oz ox\' “ox ) oy\ Yoy) oz\ ‘oz

Durch Einflhrung eines Tensors K der turbulenten Diffusionskoeffizienten lasst sich
Gl. (4.14) kompakter schreiben als:

(4.15) % =-V(CV)+V(KVC)

Meist wird angenommen, dass K nur die diagonalen Elemente K, (= K«), Ky, und K,
enthalte, wobei die drei Komponenten K; keineswegs gleich sein mussen. Speziell fur
den Fall eines geschichteten Wasserkorpers ist K, normalerweise sehr viel kleiner als
Kx und Ky (vgl. Kap. 3.4). Falls tatsachlich Ky = Ky = K; gilt, hei3t das turbulente
Geschwindigkeitsfeld isotrop. Dies ist selten der Fall, jedoch kann oft angenommen
werden, die Turbulenz sei horizontal isotrop, d.h. es gilt: Ky = Ky = Ky # K.

Der advektive Term V(CV) kann in die Terme CVV und VVC aufgespaltet werden.
Man kann zeigen, dass die Kontinuitatsgleichung fur inkompressible Fluide, Vv = 0,
auch fir die Anteile V bzw. v' allein gilt. Damit kann die im Ubergang von Gl. (4.3) zu
(4.4) vorgenommene "Symmetrisierung" wieder riickgangig gemacht werden. Unter
Hinzunahme des Quellterms Jc erhalten wir schlieBlich folgende vollstandige
Gleichung fir die Konzentrationséanderung an einem Ort im fluiden Medium:

(4.16) % =-VVC+V(KVC)+J,

Der erste Term beschreibt den advektiven Transport durch das mittlere Stromungsfeld
V, der zweite Term die turbulente Diffusion und der letzte Term die in situ Produktion
bzw. Zehrung.
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4.2 Die Messung von Diffusion im See

Oberflachengewasser besitzen meist eine Dichteschichtung, welche dazu fuhrt, dass
die Turbulenz nicht isotrop ist. Die Linien gleicher Dichte, die Isopyknen, liegen meist
in etwa horizontal, d. h. die Schichtung ist vorwiegend entlang der Vertikalen. Die
turbulenten Strémungen verlaufen praferenziell entlang der Isopyknen, man spricht
von isopyknischer Mischung. Entsprechend heil3t die turbulente Diffusion quer zu den
Isopyknen diapyknische Mischung. Isopyknische Diffusionskoeffizienten sind meist um
einige Zehnerpotenzen grof3er als diapyknische.

Eine qualitative, anschauliche Begrindung fur diese Anisotropie liefert eine Energie-
betrachtung im Austauschmodell der turbulenten Diffusion (vgl. Fig. 4.1). Um in einer
stabilen vertikalen Schichtung zwei Wasserpakete unterschiedlicher Dichte in vertika-
ler Richtung auszutauschen, muss Arbeit gegen die Schwerkraft (Heben des dichteren
Paketes) bzw. gegen den Auftrieb (Absenken des leichteren Paketes) verrichtet wer-
den. Die potentielle Energie der Anordnung wird um den Betrag ApgAh (Ah = Héhen-
unterschied) erhéht. Im Gegensatz dazu verandert sich beim Austausch von Wasser-
paketen gleicher Dichte die potentielle Energie nicht. Die diapyknische Mischung
bendtigt also im Gegensatz zur isopyknischen selbst im reibungsfreien Fall Energie.
Den Zusammenhang zwischen verfugbarer mechanischer Energie und turbulenter
diapyknischer Mischung werden wir weiter unten (Abschnitt 4.4) quantitativ erdrtern.

In Seen liegen die Isopyknen meist nahezu in der Horizontalen. Man spricht daher
gewohnlich vereinfachend nur von horizontaler bzw. vertikaler Mischung. Da wiederum
die horizontalen Diffusionskoeffizienten (Ky und Ky) viel grof3er sind als der vertikale
(K2), sind Seen oft vollstdndig (oder nahezu vollstandig) horizontal durchmischt. Die
Annahme horizontaler Homogenitat vereinfacht die Untersuchung des Stoff- oder
Warmetransportes ganz erheblich, da sie das Problem auf eine Dimension, die z-
Richtung, reduziert. Auch bei der Messung von Tracerverteilungen in Seen macht man
sich diese Annahme zu Nutzen: Die Messung eines einzigen vertikalen Profils C(z) an
der tiefsten Stelle des Sees ergibt bereits die vollstandige Verteilung.

Die Annahme horizontaler Homogenitat gilt insbesondere auch fur die Wassertem-
peratur T: In einer bestimmten Tiefe herrscht dberall die gleiche Temperatur. Ware
dies nicht der Fall, so wirde in gleicher Tiefe Wasser unterschiedlicher Dichte exi-
stieren, was zu einem baroklinen Druckgradienten und letztlich (wie im Ozean) zu so
genannten Dichtestromungen fihren wirde. Solche Stromungen entlang der dann
nicht mehr horizontalen Isopyknen wurden auch vertikale Advektion bewirken. Im Falle
der horizontalen Homogenitat hingegen besteht kein Anlass fur vertikale Stromungen
in Seen. Sofern keine unterseeischen Quellen oder Abflisse vorhanden sind, mussen
vertikale Stromungen Uberdies im Mittel Uber jede horizontale Querschnittsflache A(z)
verschwinden. Mit Ausnahme spezieller Situationen wie durch Zuflliisse induzierte
Dichtestromungen (z. B. turbidity currents von absinkendem, partikelbeladenem Fluss-
wasser bei Hochwasser) spielt die vertikale Advektion daher in Seen eine untergeord-
nete Rolle. Hingegen ist die vertikale turbulente Diffusion K, von zentraler Bedeutung.
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Zur experimentellen Messung von K; eignen sich nun speziell konservative Tracer
(konservativ = keine in situ Quellen oder Senken). Die Transportgleichung flr
konservative Tracer in Seen reduziert sich nach obigen Ausfuhrungen auf:

(4.17) @=E(K2@j
ot oz 0z

Diese reine Diffusionsgleichung lasst sich weiter vereinfachen, wenn K; als raumlich
und zeitlich konstant angenommen wird (diese Annahme ist allerdings fur die moleku-
lare Diffusion eher zulassig als fur turbulente Diffusion). Dann wird GlI. (4.17) zu:

2
ac_, ¥C

418 =
( ) ot z 0z°

Fir diese Gleichung gibt es einfache analytische Losungen fur bestimmte Anfangs-
und Randbedingungen, die zur experimentellen Bestimmung von K, verwendet wer-
den kénnen. Insbesondere lautet flr den Fall einer anfangs auf eine Tiefe zy konzen-
trierten Tracermenge m (d. h. C(z,t=0)=m(z-z,) mit der Deltafunktion 5) die
Lésung fur Gl. (4.18) wie folgt:

(4.19) C(zt)= e

2\nK.t

Gl. (4.19) beschreibt eine Normalverteilung (Gaul'sche Glockenkurve) um den Mittel-
wert zo mit der Standardabweichung o bzw. Varianz ¢*

(4.20) o =,2K,t bzw. o’ =2K t

Bringt man also zu einer Zeit t = 0 einen konservativen Tracer gleichmafRig in eine
unendlich dunne Schicht in der Tiefe z; ein, so erwartet man eine Gaul3'sche Konzen-
trationsverteilung, deren Breite gemal Gl. (4.20) mit der Wurzel der Zeit zunimmt.
Obwohl es naturlich nicht mdglich ist, die Anfangsbedingung exakt herzustellen,
kdnnen die Beziehungen (4.19) und (4.20) zur Bestimmung von K, verwendet werden.
Ein Beispiel mit dem konservativen Gastracer Schwefelhexafluorid (SFg) im Monimo-
limnion eines stark geschichteten Tagebausees ist in Abb. 4.3 gezeigt.

Gl. (4.20) stellt fUr diffusive Prozesse einen wichtigen Zusammenhang zwischen der
raumlichen und zeitlichen Skala her. Damit |asst sich z. B. abschatzen, wie weit der
(mittlere) diffusive Transport in einer gegebenen Zeit reicht, oder wie lange die
diffusive Mischung Uber eine gegebene Distanz dauert. Die typische Mischungslange
Lmix und die typische Mischungszeit tmix sind nach (4.20) wie folgt verknUpft:

(4.21) 12 =2K 1

mix — Z “mix
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Abb. 4.3: Bestimmung der vertikalen Wirbeldiffusion aus der Anpassung von Gaul3kurven an
die Verteilungen von kunstlich eingebrachtem SF¢ im Tagebausee Merseburg-Ost
1b. Im sehr stark geschichteten Monimolimnion dieses Sees ergab sich ein sehr
niedriger Wert von ca. 1-10® m?s™ fiir K,, der eine GréRenordnung kleiner als die
molekulare Diffusion von Warme ist. Aus von Rohden, 2002, Diss. Universitat
Heidelberg. Siehe auch von Rohden und limberger, 2001, Aquat. Sci. 63:417-431.

Die Methode der Messung des Diffusionskoeffizienten durch Beobachtung der Aufwei-
tung einer Tracerverteilung Iasst sich auch auf horizontale turbulente Mischung an-
wenden. Allerdings ist die Situation komplizierter, da die 2-dimensionalen Tracerver-
teilungen nicht symmetrisch sind und die gesamte Tracerwolke durch Advektion
bewegt wird. Abb. 4.4. zeigt Beispiele fur die Form horizontaler Verteilungen und fur
die zeitliche Entwicklung einer Tracerwolke. Eine Moglichkeit der Beschreibung der
Entwicklung besteht in der Annaherung der Tracerverteilungen durch Gaul3kurven
entlang der beiden Hauptachsen einer Ellipse, mit den zugehdrigen Varianzen o7 . Die
Wirkung der Advektion wird durch die Bewegung des Massenschwerpunktes der
Verteilung und deren Rotation beschrieben.

Weil die turbulente Diffusion skalenabhangig ist (s. unten), andern sich die Diffusions-
koeffizienten K; im Laufe des Experimentes. Anstelle von Gl. (4.20) gilt fir die momen-
tanen Diffusionskoeffizienten und Varianzen der Zusammenhangdc? /dt = 2K .
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Abb. 4.4: Bestimmung der horizontalen Wirbeldiffusion mittels kiinstlich eingebrachtem
Farbstoff (Uranin) in Seen. Oben: Effektiv gemessene Tracerwolken in verschie-
denen Seen. Unten: Idealisierter zeitlicher Verlauf eines Experiments. Fir die
horizontale turbulente Diffusivitat K;, ergaben sich Werte zwischen 0.02 und 0.3
m?s™. Aus Peeters et al., 1996, J. Geophys. Res., C101, 18361-18375.



Physics of Aquatic Systems
Werner Aeschbach-Hertig 410 2011

Die erwahnte Abhangigkeit des Diffusionskoeffizienten von der Distanz, Uber welche
die Wirkung der Diffusion betrachtet wird, stellt eine fundamentale Schwierigkeit dar.
Diese Skalenabhangigkeit der turbulenten Diffusion resultiert aus der Aufteilung in
mittlere Stromung (Advektion) und Fluktuationsstrdmung (turbulente Diffusion). Je
grolder eine Tracerwolke, desto grofder die obere Grenze jener Wirbel, welche auf den
Tracer diffusiv (formverandernd), nicht advektiv (Verschiebung der Wolke als Ganzes)
wirken. Messungen von horizontaler Diffusion im Meer bestatigen diesen Sachverhalt
(Abb. 4.5). Dies fuhrt zur paradoxen Situation, dass zwei Tracerwolken unterschied-
licher raumlicher Ausdehnung gleichzeitig (d.h. unter dem Einfluss des selben turbu-
lenten Stromungsfeldes) durch scheinbar verschieden grof3e Diffusionskoeffizienten
beeinflusst werden.

Fir die Abhangigkeit des turbulenten Diffusionskoeffizienten K von der betrachteten
Langenskala L existieren verschiedene Modelle. Aus dem Vergleich verschiedener
Experimente sowie theoretischen Uberlegungen postulierte Okubo einen Zusammen-
hang der Form K ~ L*? (s. Abb. 4.5). Peeters et al. konnten dies jedoch fiir Einzel-
experimente in Seen (vgl. Abb. 4.4.) nicht bestatigen.

10° T T T T T J

1

Horizontaler Diffusionskoeffizient K [cm?s']

10 | | | 1 |
10° 10° 10° 108 107 108 10°
\ ,LangenskalaL [cm] |

10m 1 km 1000 km

Abb. 4.5: Horizontale Diffusion im Meer als Funktion der horizontalen Ausdehnung L,
berechnet aus verschiedenen Experimenten mit kiinstlichen Tracern (nach Okubo,
1971, Deep-Sea Res. 18, 789-802). Eine kritische Diskussion des Okubo-Dia-
gramms geben Peeters et al., 1996, J. Geophys. Res., C101, 18361-18375.
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Eine weitere wichtige Methode zur Bestimmung des vertikalen turbulenten Diffusions-
koeffizienten K in Seen beruht ebenfalls auf der Annahme der horizontalen Homoge-
nitat sowie der Abwesenheit vertikaler Advektion.

Dank der Annahme horizontaler Homogenitat kann in einem See jederzeit aus einem
einzigen vertikalen Temperaturprofil T(z) (gemessen an der tiefsten Stelle des Sees)

und aus der Seeform (ausgedrickt durch die Querschnittsflache A(z) als Funktion der
Tiefe) der Warmeinhalt W(zp) unterhalb der Tiefe zo berechnet werden:

(4.22) W(z,)= cppT A(z)T(z)dz

m

Mit: z,, = z-Koordinate der tiefsten Stelle (maximale Tiefe des Seebodens).

Die zeitliche Anderung des Warmeinhaltes ist somit (vgl. Abb. 4.6):

oW (z,,t) “ aT(zt)
(4.23) TO =c,p j A(Z)sz
Flache (A) Temperatur (T)
g >
il
F=KS L

Sediment

Abb. 4.6: Berechnung der vertikalen Wirbeldiffusion aus Temperaturprofilen fir tiefenabhan-
gigen Seequerschnitt A(z). Der turbulente Warmetransport durch die Flache A(zo)
erhéht den Warmeinhalt des darunter liegenden Wassers um den Wert A. Unter
Umstanden muss zusatzlich die Veranderung des Warmeinhaltes des Sedimentes
As bericksichtigt werden.

Im Hypolimnion, aufderhalb des direkten Einflusses der solaren Einstrahlung, kann die
Temperatur in guter Naherung als konservativer Tracer (keine Quellen oder Senken)
betrachtet werden. Da auRerdem kein advektiver Transport vorkommen soll, kann
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angenommen werden, die Anderung der Temperatur bzw. des Warmeinhaltes W(z)
unterhalb der Tiefe zy sei nur die Folge des turbulent-diffusiven Warmeflusses Fi,
durch die Flache A(zo). Dann folgt nach dem 1. Fick'schen Gesetz (Gl. 1.1, Tab. 4.1):

W (z,,t)
ot

aT(zt)

(4.24) e

= —A(Zo)'Fth (Zo) - A(ZO)CppKZ(ZO)

Zo

Durch Auflésen von Gl. (4.24) nach dem turbulenten vertikalen Diffusionskoeffizienten
K. und Einsetzen der Gl. (4.23) kann folgender Ausdruck fur K, abgeleitet werden:

Wzt JarT e
) ot _
(4.25) K,(2,)= Tzt aT(zt)

A(ZO) 0z

2y Zo

Gl. (4.25) liefert also ein Rezept zur Bestimmung der vertikalen turbulenten Diffusion in
Seen. Die Methode wird als Fluss-Gradienten oder Bilanz-Gradienten Methode
bezeichnet, da sie auf der Beziehung zwischen der Warmebilanz des Volumens unter-
halb der Tiefe z und dem Temperaturgradienten in dieser Tiefe beruht.

In der Praxis wird nicht die momentane Anderung der Temperatur bzw. des Warme-
inhaltes gemessen, sondern die Anderungen werden aus Temperaturprofilen zu zwei
Zeitpunkten t1 und t; berechnet. Gl. (4.25) wird dann zu:

AW (Zo) ZJQA(Z) AT(Z) dz

At
(4.26) K, (z,)=—A" ——- —
A(ZO) pp6720 A(ZO)aZzO

i oT 1| 0T (zt oT(zt
mit At=(t,—t,); AW(z,) =W (2,t,)=W(zo.t,); oz =§[ (52 1)§ ’ (52 1)| J

Zo

Weil die Temperatur ndherungsweise ein konservativer Tracer ist und relativ leicht mit
Sonden gemessen werden kann, ist diese Methode zur Berechnung des vertikalen
Diffusionskoeffizienten verhaltnismaRig einfach. Allerdings bendtigt man Temperatur-
messgerate, welche uber Wochen und Monate hinaus auch absolut genaue T-Werte
liefern, da die zeitlichen Temperaturveranderungen im Hypolimnion sehr klein sind.
Die klassischen limnologischen Standard-Messungen erflillen diese Anforderungen oft
nicht. Sind Messreihen Uber mehrere Jahre vorhanden, so kann dennoch aus der
mittleren jahreszeitlichen Entwicklung der Wassertemperatur mit Gl. (4.26) ein
mittlerer Jahresgang fur K, berechnet werden. Ein klassisches Beispiel flr den
Zurichsee zeigt Abb. 4.7.
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Abb. 4.7: Mittlerer Jahresgang der Wassertemperatur in verschiedener Tiefe im Zlrichsee
(oben) und Berechnung des vertikalen turbulenten Diffusionskoeffizienten (hier D
genannt) aus diesen Daten (unten). Nach Li, 1973, Schweiz. Z. Hydrol. 35, 1. Zum

ergleich: Der molekulare Diffusionskoeffizient fiir Warme bei 4°C ist 1.36-10° cm?

s,
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Neben der Temperatur werden auch andere Tracer zur Bestimmung der Diffusion
nach der Bilanz-Gradienten Methode verwendet, welche entweder konservativ sind
(z.B. Chlorid) oder nach einem genau bekannten Gesetz entstehen bzw. verschwin-
den. Zur zweiten Kategorie gehdren namentlich die radioaktiven Substanzen. Die
Bilanz-Gradienten Methode bendtigt keine Einspeisung eines kinstlichen Tracers (wie
z. B. SFs oder Farbstoffe in den obigen Beispielen), sondern verwendet meist so
genannte natirliche Tracer, d. h. Spurenstoffe, die bereits im zu untersuchenden Sys-
tem (hier: See) vorhanden sind. Man spricht in diesem Fall auch von Umwelttracern.

Tracer- und Isotopenmethoden und ihre Anwendungen zur Untersuchung aquatischer
Systeme werden in der Vorlesung Aquatische Physik Il detailliert behandelt. Wir
beschranken uns daher hier auf die kurze Diskussion zweier Beispiele.

Beispiel Radon:

Radon-222 (**?Rn) ist ein natiirliches, radioaktives Edelgas (Halbwertszeit 3.83 Tage),
welches vor allem im Sediment eines Sees aus dem Zerfall von Radium-226 (**Ra,
Halbwertszeit 1620 Jahre) entsteht. Radon diffundiert vom Sediment ins freie See-
wasser und wird dort je nach Mischungsintensitat mehr oder weniger rasch in hohere
Wasserschichten transportiert, bevor es zerfallt. Seine kurze Halbwertszeit flihrt
innerhalb von 7 bis 10 Tagen zu stationaren Radon-Verteilungen. Diese werden meist
im Rahmen eines 1-dimensionalen Diffusionsmodells interpretiert. Wir betrachten im
Folgenden nur das so genannte Uberschuss-Radon C, (englisch: "excess radon"),
d.h. jenes ?*’Rn, das nicht mit im Wasser geldstem #*°Ra im Zerfallsgleichgewicht
steht (und somit standig nachgeliefert wird). Fir den advektionslosen, stationaren Fall
in einer Dimension reduziert sich Gl. (4.16) auf die Form:

2
(4.27) K, 0 C;X -AC,, =0
0z

mit der Zerfallskonstante A = % =0.181d-1=2.10-106 s-1

Gl. (4.27) hat folgende Lésung:

)1/2

(4.28) C,(h)=C,, (0)e™"*

mit h: Distanz vom Seegrund
Cex(0): Uberschuss-Radon am Sediment (Seegrund)

Logarithmisieren von Gl. (4.28) liefert: In Cex(h) = In Cex(0) - (A/K2)1/2 h.

Tragt man also In Cex(h) gegen h auf, so sollte sich eine Gerade ergeben mit dem
Achsenabschnitt In Cex(0) und der Steigung -(A/Kz)1/2. Da A bekannt ist, I4sst sich aus
der Steigung der Diffusionskoeffizient K; berechnen. In Abb. 4.8 sind Radon-Profile
aus dem Greifensee (Kanton Zurich, Schweiz) dargestellt.
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Radon-222 im Greifensee 1975

April
K, = 0.63 cm2/s
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Abb. 4.8: Uberschuss-Radon im Hypolimnion des Greifensees. Die vertikale Diffusion sinkt
von April bis Juni um den Faktor 3. Nach Imboden und Emerson, 1978.

Beispiel Tritium-Helium:

Helium-3 (®He), ein stabiles He-Isotop, entsteht aus dem Zerfall des superschweren
Wasserstoffkerns Tritium (*H, Halbwertszeit 12.32 a). Tritium ist seit den Kernwaffen-
versuchen in der Atmosphare im Wasser weit verbreitet. Solange Wasser in direktem
Gasaustausch mit der Atmosphare steht, bleibt seine *He-Konzentration im Gleichge-
wicht mit der Luft (der fortlaufend gebildete Uberschuss an *He entweicht). Wasser im
Hypolimnion eines Sees akkumuliert jedoch das tritiogene (vom Tritiumzerfall stam-
mende) *Heyi. Aus gleichzeitiger Messung von *He und Tritium kann das so genannte
Tritium-Helium-"Wasseralter" bestimmt werden, d.h. jene Zeit, die seit dem letzten
Kontakt des Wassers mit der Atmosphare verstrichen ist.

Naiv wurde man erwarten, dass in Seen das Wasseralter bei jeder winterlichen Zirku-
lation auf Null gesetzt wird, und wahrend des Sommers im Hypolimnion ansteigt. In
Abb. 4.9 ist die zeitliche Entwicklung des Wasseralters im Baldeggersee (Schweiz,
Kanton Aargau) dargestellt. Offenbar zirkuliert der See im Winter nicht vollstandig,
aber das *H-*He-Alter zeigt immerhin einen gewissen Wasseraustausch am Seegrund
wahrend des Winters. Die Bilanz-Gradienten Methode kann auf das Isotopenpaar H-
*He bzw. auf das daraus abgeleitete Alter angewandt werden.

15



Physics of Aquatic Systems
Werner Aeschbach-Hertig 4.16 2011

10— _ —
E .
% 20— 8 Februar 1980 22. Oktober 1979
=
= Durchmischungstiefe
= 30 nimmt 2y -
w
w 40 |
w
= S0 BALDEGGERSEE Alter nimmt —

in 3% Monaten
um 4 Mon. ab

| | | | | I
0 2 4 6 8 10 12 14 16

WASSER - ALTER (in Monaten)

Abb. 4.9: Das Isotop Helium-3 entsteht durch den radioaktiven Zerfall von Tritium im
Wasser. Aus deren Verhaltnis lasst sich das Wasseralter bestimmen. In den tiefen
Schichten des Baldeggersees hat das Alter zwischen Oktober 1979 und Februar
1980 von 14 auf 10 Monate abgenommen; ein Teil des Wassers ist in dieser Zeit
offenbar durch "junges" Wasser von der Oberflache ersetzt worden.

Die Ubertragung der Bilanz-Gradienten Methode auf das *H->He-System ist am ein-
fachsten fiir die Summe °H* = *H + *Hey;, dem so genannten "stabilen Tritium", da
dieses ein konservativer Tracer ist. Man kann daher in Gl. (4.25) einfach die Tempe-
ratur T durch das stabile Tritium *H* ersetzen und K, berechnen. Allerdings ist es
meistens glinstiger, die Methode auf *He (sowohl das Gesamt->He als auch *Hey; kann
verwendet werden) anzuwenden, da dieser Tracer grof3ere Gradienten aufweist und
genauer gemessen werden kann. Im Bilanzterm im Zahler von Gl. (4.25) muss dann
der *He-Quellterm +1H abgezogen werden, um die nur durch Diffusion verursachte
Anderung von ®He zu erhalten. Es ergibt sich folgender Ausdruck fiir K:

zy 3
A(z)( al—lzt(z’t)—kaH(z,t)]dz
4.29 K =m
(4.29) :(2) Az )63He(z,t)
0 oz |
mit der Zerfallskonstante A = In322 . =0.0563 a-1=1.78-10"9 s-1

Eine analoge Gleichung gilt naherungsweise auch fiir das *H-*He-Wasseralter t mit
dem Quellterm +1 (ohne Mischung gilt ot/ct = 1).
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